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Abstract 
In this paper, we consider a discrete time insurance risk model, in which insurance and financial 
risks jointly follow a bivariate generalized FGM distribution. Assuming that every convex combi-
nation of the marginal distributions of insurance and financial risks belongs to strongly regular 
variation class, we derive some asymptotic equivalence formulas for these probabilities with both 
finite and infinite time horizons, all in the form of linear combinations of the tail probabilities of 
the insurance and financial risks. 
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1. 引言 

众所周知，保险公司的资产在随机经济环境中将会导致两种风险，通常称其为保险风险和金融风险

[1]。其中，保险风险是因传统保险理赔业务引起的责任险，而金融风险是因保险公司用其持有的部分资

产在金融市场上作风险投资引起的投资风险。在随机经济环境的前提下，根据保险实务和金融市场规律，

需要作如下假设[1] [2]：保险公司在周期 i的保费收入为 0iC > 支出为 0iA > 且 ,i iC A 为随机变量；时间 1i −
到 i 的随机通胀因子为 iB ；保险公司的初始资本为 ( )0x x > ，综上，记保险公司在有限时间 n 的资本累

积为 Un，则我们可得： 

0U x= , ( )
11 1

.
n nn

n i i i j
ii j i

U x B C A B
== = +

= + −∑∏ ∏  
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为了处理方便，记
1

1
i

j
j i

B
= +

=∏ 。现在引入 i i iX A C= − ，则 Xi 为保险公司的净损失，即人们称的保险风  

险；设时间 i 到 1i − 的随机贴现因子为 Yi，则 1i iY B= ，也就是人们称的金融风险，现用 nU
�

表示有限时

间 n 的资本累积 Un 的贴现值，则 

1 11 1 1 1 1
.

n n n n in n

n j i i j j i j
i ij i j i j j

n U Y x B X B x XU Y Y
= == = = + = =

 
= − = − 


=


∑ ∑∏ ∏ ∏ ∏ ∏
�

                 (1.1) 

现在假设保险公司的风险投资比例系数为 [ ], 0,1p p∈ ， iW 表示投资组合的价值，于是 

( ) ( ) ( )1 11 1 1i i i iW pW r p W r− −= + + − + ，则随机累积因子 ( )( ) ( )1 1 1 1i i i iB W W p r P r−= = − + + + ，从而对应的贴

现因子(金融风险) ( )( ) ( )1 1 1 1i iY p r p r = − + + + ，这里 r 为利率，ri 为投资回报率[2]。 

在上式中若 1
1

n i
i jj

i
x X Y

=
=

< ∑ ∏ ，则称保险公司破产了，这里的破产只是针对数学范畴而言的。在保险

实务中，即使保险公司资产为负，也有机会恢复正常运营。本文感兴趣的是在数学范畴内用概率的方法

来研究有限时间 n < ∞和无限时间 n →∞时保险公司发生破产情况，令
1 1

in

n i j
i j

S X Y
= =

= ∑ ∏ ，那么有限时间 n

的破产概率表示为[1]： 

( ) ( ) ( ), Pr 0 Prn nx n x S S xψ = − < = >                           (1.2) 

记
1
maxn mm n

M S x
≤ ≤

= > ，则有限时间 n 的破产概率表示为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

, Pr inf 0 Pr max Pr .m m nm n m n
x n x S S x M xψ

≤ ≤ ≤ ≤
= − < = > = >                 (1.3) 

同时，我们可得无限时间 n →∞的破产概率表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )lim , lim Pr 0 Prnn n
x x n x S S xψ ψ ∞→∞ →∞
= = − < = >                     (1.4) 

和 

( ) ( ) ( ) ( )
1

lim , lim Pr max Pr .mn n m n
x x n S x M xψ ψ ∞→∞ →∞ ≤ ≤
= = > = >                    (1.5) 

显然，在(1.3)式中 ( )
1 1

0 0
in

n i j
i j

M X Y
= =

≤ ≤ ∨∑ ∏ ，如果 ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , ,X Y X Y � 构成的独立同分布的随机对序列 

满足 1ln 0E Y−∞ ≤ < 和 ( )1ln 1E X ∨ < ∞，则相对应的 ,n nS M 是收敛的[3]。 
在保险风险的研究中，对其理赔额的历史数据分析中，我们发现“占理赔总次数 20%的那些理赔的

数额之和往往达到历次理赔总额的 80%，甚至更多！”(著名的二八定律)这些以很小概率发生的理赔竟

然对保险公司的业务产生如此巨大的影响，不能不引起大家的关注。如何用概率方法来刻画和解释这类

现象？ 研究应用概率的学者们发现重尾分布族可以很好的解释其理赔事件和理赔额的关系，重尾分布族

更贴近实际，因此，重尾分布族成了保险风险研究的重点、热点之一，本文所研究的破产概率渐近等价

式也是在重尾分布族这个条件下进行的。事实上，有关重尾分布族的破产概率研究已经取得一些不错的

成果，如文献[1] [2] [4]-[12]，不过这些学者们大都集中在研究不同重尾分布族时的保险风险与金融风险

独立的情形，如文献[2] [4]-[6]。这类文章具有典型代表是 Tang & Tsitsiashvili [1]总结归纳了一些学者的

成果，在这个基础上研究保险风险和金融风险在 ∩ 族的破产概率问题，得到了有限时间内的保险公

司破产概率的渐近等价式，接着其他学者在 Tang & Tsitsiashvili [1]的基础上对其进行了广泛的研究，如 

文献[4]-[12]等。其中，Zhang [6]设
1

i

j
j

Y
=

Θ =∏ ，于是上述问题就可以简化为研究独立随机变量的随机加权  
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和问题，并且这里Θ可为任意相依结构，推导出保险风险在  族分布下的有限时间的破产概率渐近等价

式。然而，上述研究的成果都不能很好的反映保险公司的实际运作情况，比如在汽车保险中大额的车损

理赔往往带有人员的医疗理赔，又如金融危机造成的利率、金融市场不稳定等对保险业的影响，也就是

说保险实务中各种风险之间是存在一定关系的，学者们考虑独立情形是为了数学上处理的方便。因此，

我们需要研究相依风险模型，目前刻画保险风险相依关系最有效的方法和手段之一是用 Copula 函数

(Ali-Mikhail-Haq，FGM，广义 FGM 等)，Copula 函数在刻画相依关系具有以下几个方面的优势[14]：描

述随机变量相关性只需要从联合分布函数构建；可以描述随机变量的协同性；构造多维随机变量分布函

数等，比如下文中介绍的文献[7]-[12]等都采用了 Copula 函数方法。其中，Chen [7]研究了保险风险与金

融风险在 , α−  族分布下的破产概率，她假设保险风险与金融风险之间构成独立同分布的随机对序列且

满足 FGM 分布(系数θ 取值范围为(−1, 1])，她得到了有限时间下的破产概率一般渐近等价式并给出了具

体的、严谨的证明。Chen [8]在她 Chen [7]的基础上对其做了进一步完善，考虑 FGM 相依分布中系数 1θ = −

的特殊情形，获得了与她 Chen [7]相类似的结论。事实上，国内学者 Jiang & Tang [10]发表的论文中早已

经研究了基于广义 FGM 分布的保险风险与金融风险相依问题，并获得了类似于 Chen (2011) 的结果，只

是由于某些原因而没有获得广泛关注。最近，Li & Tang [11]考虑保险风险与金融风险构成的凸组合是强

正则变化族 ( )α
∗
− 下，研究了独立和 FGM 相依情形的破产概率，得到了在一个假设条件下(下文中假设

a)的有限和无限时间的破产概率的渐近等价式。 
本文在 Li & Tang [11]等基础上，考虑由保险风险 X 与金融风险 Y 构成的凸组合是强正则变化族

( )α
∗
− ，在广义 FGM分布的条件下，推导出有限时间和无限时间的破产概率渐近等价式，推广了Li & Tang 

[11]的研究成果。接下来的文章的结构安排如下，第二部分介绍一些准备工作和引理，第三部分是主要结

论以及一些证明过程。 

2.准备工作和引理 

本文在没有特殊说明的情况下，以下关系式都表示 x →∞时成立。设两个正函数 ( ) ( ),f x g x ：如果

( ) ( )lim sup 1x f x g x→∞ ≤ 成立，记： ( ) ( )f x g x 或者 ( ) ( )g x f x ；如果 ( ) ( )f x g x 且 ( ) ( )f x g x 成

立，记： ( ) ( )f x g x∼ ；如果 ( ) ( )( )f x O g x= 且 ( ) ( )( )g x O f x= ，记： ( ) ( )f x g x ；除此之外，对实数

x，记 0x x+ = ∨ 和 ( )0x x− = − ∧ 。 

2.1. 重尾分布族 

定义 2.1：(重尾分布[12])在上的分布 F，如果对任意的 0α > 有 ( )e dxF xα∞

−∞
= ∞∫ ，则称分布 F 是重

尾的，记作 F ∈。 

定义 2.2：( ( )α 族[13])在 [ )0,∞ 上的分布 F，如果对 0α > 有
( )
( )

2*

lim 2
x

F x
c

F x→∞
= < ∞， e Xc E α= 且对所

有的 t∈，有
( )
( )

lim e t

x

F x t
F x

α

→∞

−
= ，则称分布 F 是卷积等价的(Convolution-equivalent)，记作 ( )α∈  。 

定义 2.3：( α− 族[13])在上的分布 F，如果对任意的 0y > 有
( )
( )

lim , 0
x

F xy
y

F x
α α−

→∞
= ≥ ，则称分布 F

是正则变化尾的(Regularly varying tailed)，记作 α−∈  。 

定义 2.4：( *
α− 族[11])在上的分布 F，如果对任意的 x∈有 ( )

( )
( )

1
0

xF e
V x

F
= − 属于 ( )( )0α α ≥ ，
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则称分布 F 是强正则变化尾的(Strongly regular variation tailed)，记作 *
α−∈  。 

根据定义 2.2-2.4，有 ( )*
α α α− −⊂ ⊂   成立[11]，更多关于重尾分布族的定义性质可阅读文献资料

[13]等。 

2.2. 广义 FGM 分布 

设随机向量 ( ),X Y ，具有如下形式的联合分布函数： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), 1x y F x G y A F x B G yθ Π = +                       (2.1) 

其中， [ ]1,1θ ∈ − ，F, G 是随机变量 X, Y 的边缘分布函数，这里“核”函数 ( ) ( ),A x B y 满足 ( )
1

lim 0,
x

A x
→

=  

( )
1

lim 0
y

B y
→

= 和一些正则性条件，使得 ( ),x yΠ 为适当的二维分布。我们称(2.1)式表示的分布为广义

Farlie-Gumbel-Morgenstern 分布，简称为广义 FGM 分布[10]。根据 Nelsen [14]的研究，记： 

( ) ( ) ( ), 1C u v uv A u B vθ= +                                (2.2) 

称(2.2)式为广义 FGM Copula 函数。若 ( ) ( )1 , 1A u u B v v= − = − ，则(2.2)式就是我们熟知的标准的 FGM 
Copula 函数，根据 2.1 式知边缘分布的相依程度取决于参数θ 和函数 ( ) ( ),A B⋅ ⋅ 。 

2.3. 若干引理 

接下来我们需要介绍几个引理，这几个引理在下文定理的证明中起着至关重要的作用，有关这些引

理的详细证明可以阅读文献[11]。 
引理 2.1：设在 上的分布 1, , nF F� ，如果对每一个 ( ) ( ){ }1 1, , ,  0,1 : 1 ,n n

n iiq q q q
=

∈∆ ∆ = ∈ =∑�  有
*

1 , 0n
q i iiF q F R α α−=
= ∈ ≥∑ ，则 ( )1 nF F α∗ ∗ ∈�  且 

( ) ( ) ( )1
1 1,

ˆ .~
nn

n j i
i j j i

F F F F xα α
= = ≠

 
∗ ∗ ∈  

 
∑ ∏�                          (2.3) 

引理 2.2：设 ( )1, , 2nX X n ≥� 是独立非负的随机变量， 1, , nX X� 对应的分布分别为 1, , nF F� 。如果

对每个 q∈∆有 1 , 0n
q i iiF q F R α α∗

−=
= ∈ ≥∑ ，则

1

n

i
i

X
=
∏ 属于 ( )* 0α α− ≥ 且 

( )
11 1,

Pr ~
n nn

i j i
ii j j i

X x EX F xα

== = ≠

  >   
   

∑∏ ∏                           (2.4) 

引理 2.2 与 Breiman’s 定理形式上相似。当 2n = 时，引理 2.2 就得到最简单的形式： 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1Pr ~ .α α> +X X x EX F x EX F x  

3. 主要结论及其证明 

为了得到我们的结果，我们需要作如下假设： 
假设 a：由 ,F G 构成的凸组合是强正则变化族 ( )*

α− ，即 

( ) *1 ,bF b G α−+ − ∈  

其中 ( )0,1b∈ 。事实上，假设 a 包含以下 3 种情形，具体如下[11]： 
1) *F α−∈ ， ( ) ( )( )G x o F x= ; 

2) *F α−∈ ，G α−∈ 且 ( ) ( )( )G x O F x= ; 
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3) *F α−∈ ， *G α−∈ 且函数 ( )
( )
( )

,
x

x

F e
a x

G e
= 对任意的 0,y > 有 ( ) ( )a xy a x 。 

根据引言介绍，我们知道研究带有保险风险和金融风险的破产概率问题，实质上是研究随机变量乘

积的尾部渐近性。因此，我们设两个随机变量 X 与 Y，这里 X 表示保险风险，Y 表示金融风险，其对应

的边缘分布函数分别为 F, G 且由随机变量 X 与 Y 构成的随机向量 ( ),X Y 服从广义 FGM 分布(2.1 式)。记

H 表示随机向量 ( ),X Y 的乘积分布(H 表示随机变量 XY 的分布)，我们的目标就是研究随机变量 X 与 Y 之

间的相依结构对其乘积尾分布 H 的影响。延续文献[7]等表示方法，设随机向量 ( )* *,X Y 是随机向量 ( ),X Y
独立复制，即随机向量 ( )* *,X Y 与随机向量 ( ),X Y 具有相同的分布但 ( )* *,X Y 具有独立分量，于是，记

H*表示随机向量 ( )* *,X Y 的乘积分布(H*表示随机变量 * *X Y 的分布)。最后，在给出定理之前先引入两个

的新随机变量 XA 和 YB，其对应分布函数分别为：FA, GB，定义[10]： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 , 1 , , 0   − − ≥   � �A BF x F x A F x G y G y B G y x y              (3.1) 

再设 ,A Bη η 为函数 ( ) ( ),A u B v 在 1, 1u v= = 时的左导数且 1A Bη η∨ ≤ ，我们约定
( )

1
1 A

u

A u
u

η
=

= −
−

， 

( )
1

1 B
v

B v
v

η
=

= −
−

，根据研究可推得如下结论。 

定理 3.1：设两个随机变量X与Y，其对应的边缘分布为F, G，由随机变量X与Y构成的随机向量 ( ),X Y  
服从广义 FGM 分布(2.1 式)，若 F, G 满足假设 a 且 EYα < ∞，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )~ 1 1 .A A B B B AH x EY EY F x EX EX G xα α α αη θ η θ η θ η θ   + − + + −              (3.2) 

证明：根据文献[10]的研究和广义 FGM 分布的定义式，给出的定义(3.1)式是合理的。现在设随机向

量 ( )* *,A BX Y 是 ( ), BAX Y 独立的情形，即随机向量 ( )* *,A BX Y 与随机向量 ( ), BAX Y 具有相同分布且 ( )* *,A BX Y 具

有独立分量，随机向量 ( )* *,A BX Y 与随机向量 ( )* *,X Y 也独立. 若 EYα 存在，则 BEYα 也存在，证明见文献

[10]。根据(3.1)式可得： 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )
1 , 1 , , 0A BF x G y

A F x B G y x y
F x G y

= − = − ≥  

代入到(2.1)式可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ,d 1 d d d d d d d dA B A Bs t F s G t F s G t F s G t F s F tθ θ θ θΠ = + − − +         (3.3) 

再对等式 3.3 两边积分可得： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 0, 0

* * * * * * *

Pr

d ,d

1 Pr Pr Pr
st x s t

A B A B

H x XY x

s t

H x X Y x X Y x X Y xθ θ θ θ
> > >

= >

=

= + − > − > + >

∏∫ ∫            (3.4) 

对(3.4)式，应用引理 2.2 得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

* * *

~ 1 Pr

Pr Pr Pr

A A

B B B A A B

H x EY F x EX G x EY X x EX G x

EY F x EX Y x EY X x EX Y x

α α α α

α α α α

θ θ

θ θ

  + + − > +   
   − + > + > + >   

        (3.5) 

又根据 ( )AF x 和 ( )BG x 的定义可得： 

( ) ( ) ( )~ 1A AF x F xη− , ( ) ( ) ( )~ 1B BG x G xη−                        (3.6) 
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把(3.6)式代入(3.5)式，整理得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )~ 1 1A A B B B AH x EY EY F x EX EX G xα α α αη θ η θ η θ η θ   + − + + −     

即，定理 3.1 成立。 
定理 3.2：设 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,n nX Y X Y X Y� 是独立同分布随机对序列并服从广义 FGM 分布(见(2.1)

式)， ,i iX Y 的边缘分布分别为 ,F G ，若 ,F G 满足假设 a 且 EYα < ∞，则： 

( ) ( ) ( ) ( ), Pr ~n n nx n M x A F x B G xψ = > +                         (3.7) 

其中， ( )( ) ( ) 1

1
1 ,

n i

n A A B
i

A EY EY EYα α αη θ η θ
−

=

= + − ∑  

( ) 1

1 , 1
1

(1 ) ( ) ( ) .
n i

n B n i n i B n i A n i
i

B EY E M X E M Xα α αη θ η θ
−

− − + + − − + +
=

 = + + − + ∑  

证明：首先，设 ( )1d ,n n n nM X M Y n− +
+ ∈ ( d 表示等价的意思)，下用数学归纳法证明定理 3.2 成立。 

当 1n = 时，显然， ( ) ( ) ( ) ( )1 1, 1,1 Pr Prx M x X Y x H xψ += > = > = ，即 1n = 成立; 
现在假设 1 1n n= − ≥ 时成立，根据假设条件，我们可知 1 1, , , ,nn n n n nX MX M M Y−− + 都属于 ( )* 0α− ⊂  。

应用引理 2.1(令 0α = )，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1~ 1Pr n n nn x A F xX M B G x− −− > + ++                      (3.8) 

于是，结合 nM 的等价定义有： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1

* * * *
1 , 1

* * * *
1 , 1

, Pr Pr

1 Pr Pr

Pr Pr

n n n n

n n A n n

n n B A n n B

x n M x X M Y x

X M Y x X M Y x

X M Y x X M Y x

ψ

θ θ

θ θ

− +

− −+ +

− −+ +

= > = + >

= + + > − + >

− + > + + >

            (3.9) 

根据引理 2.1，则(3.9)式等价于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

*
1 1

*
, 1 , 1

* *
1 1

* *
, 1 , 1

, ~ 1 Pr

Pr

Pr Pr

Pr Pr

n n n n

A n n A n n

n n B B n n

A n n B B A n n

x n E X M G x EY X M x

E X M G x EY X M x

E X M Y x EY X M x

E X M Y x EY X M x

α α

α α

α α

α α

ψ θ

θ

θ

θ

− −+ +

− −+ +

− −+ +

− −+ +

 + + + + >  
 − + + + >  
 − + > + + >  
 + + > + + >  

 

结合(3.6)式、(3.8)式，计算得： 

( ) 1

1 , 1 1

( , ) ~ 1 ( )

                   (1 ) ( ) ( ) ( )

A A B n

B n n B A n n n

x n EY EY EY A F x

E X M E X M EY B G x

α α α

α α α

ψ θη θη

θη θη

−

− + − + −

 + − + 
 + + + − + + 

 

整理得： 

( ) ( ) ( ) ( ), Pr ~ .n n nx n M x A F x B G xψ = > +  

即定理 3.2 成立。 
定理 3.3：设 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,n nX Y X Y X Y� 是独立同分布随机对序列并服从广义 FGM 分布(见(2.1)

式)， ,i iX Y 的边缘分布分别为 ,F G ，若 ,F G 满足假设 a 且 EYα < ∞，则 
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( ) ( ) ( ) ( ), Pr ~n n nx n S x A F x C G xψ = > +                        (3.10) 

其中， ( )( ) ( ) 1

1
1 ,

n i

n A A B
i

A EY EY EYα α αη θ η θ
−

=

= + − ∑  

( ) 1

1 , 1
1

(1 ) ( ) ( ) .
n i

n B n i n i B n i A n i
i

C EY E S X E S Xα α αη θ η θ
−

− − + + − − + +
=

 = + + − + ∑  

证明：设 ( )1d ,n n n nS X S Y n− +
+ ∈( d 表示等价的意思)，可用数学归纳法证明定理 3.3 成立，事实定

理 3.3 证明与定理 3.2 证明相类似，这里都不再展开。 
注记 3.1：若我们取 ( ) ( )1 , 1A u u B v v= − = − ，此时， 1A Bη η= = − ，则： 

( ) ( ) ( ) ( ), Pr ~n n nAx n M x F Bx G xψ ′ ′= > +                        (3.11) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ), Pr ~n n nAx n S x F Cx G xψ ′ ′= > +                        (3.12) 

其中， ( )( ) ( ) 1

1
1

n i

B
i

n EY EY EA Yα α αθ θ
−

=

− +′ = ∑ , 

( ) 1'
1 , 1

1
(1 ) ( ) ( ) ,

n i

n n i n i n i A n i
i

B EY E M X E M Xα α αθ θ
−

− − + + − − + +
=

 = − + + + ∑ ,  

( ) 1'
1 , 1

1
(1 ) ( ) ( ) .

n i

n n i n i n i A n i
i

C EY E S X E S Xα α αθ θ
−

− − + + − − + +
=

 = − + + + ∑  

即 Li & Tang [11]文中的推论 2.1(a)。 
推论 3.1：在定理 3.2 的前提下，如果 1EYα < ，则 n →∞有： 

( ) ( ) ( ) ( )Pr ~x M x A F x B G xψ ∞ ∞ ∞= > +                         (3.13) 

其中， ( )( )1 1 ,
1 A A BA EY EY

EY
α

α
αη θ η θ∞ + −

−
=  

1 (1 ) ( )
1

( ) .B B AB E M X E M X
EYα

α αη θ η θ∞ ∞ + ∞ + = + + − + −
 

推论 3.2：在定理 3.3 的前提下，如果 1EYα < 且 ( )ln 1E X − ∨ < ∞，则 n →∞有： 

( ) ( ) ( ) ( )Pr ~nx S x A F x C G xψ ∞ ∞= > +                         (3.14) 

其中， ( )( )1 1
1 A A BA EY EY

EY
α

α
αη θ η θ∞ = + −

−
, 

1 (1 ) ( )
1

( ) .B B AC E S X E S X
EYα

α αη θ η θ∞ ∞ + ∞ + = + + − + −
 

注记 3.2：在推论 3.1，3.2 中，若 ( ) ( )1 , 1A u u B v v= − = − ，则推论 3.1，3.2 即 Li&Tang [11]文中对

应的推论 2.1(b)(c)。 
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